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МОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ 
В ФОРМЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 

 
Рассматривается подход к построению модели предприятия в 

форме математического оператора, действующего из одного вектор-
ного пространства в другое. Первое из этих пространств символизи-
рует материальные ресурсы, второе — готовую продукцию. Введена 
норма этого оператора и исследованы некоторые его свойства. 

 
An approach to model a production venture in the shape of mathematical 

operator was presented. This operator is working from a vector space which 
represents production implements to a space which consist of vectors of pre-
pared production. The definition of norm of this operator was introduced and 
his certain features were analysed. 
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Введение 
 
Целью исследований является разработка математической теории 

функционирования целеустремленных проблеморазрешающих систем. До 
недавнего времени целеустремленность считалась исключительно прерога-
тивой человека. Однако в наше время ситуация существенно изменилась, и 
сейчас к целеустремленным системам мы относим множество человеко-ма-
шинных (в том числе и производственных) систем. Известно, что каждая 
проблеморазрешающая система выступает одновременно и целеустрем-
ленной: ее цель — это разрешение возникшей проблемы. С точки зрения 
кибернетики они — большие системы, характеризующиеся высоким разно-
образием составляющих компонентов и громадным количеством объеди-
няющих их связей. Строгая математическая теория здесь необходима, по-
скольку исследовать большие комплексы взаимосвязанных и взаимодей-
ствующих элементов наиболее целесообразно с позиций единого подхода. 

Основанная на математике теория должна выступать как единая меж-
дисциплинарная наука о наиболее общих законах и формах организации 
природных, хозяйственных и общественных образований, а также как все-
общий подход к изучению условий их зарождения, развития, обнаруже-
ния причин их деструкции, упадка и распада. 

В какой-то мере сегодняшнее положение дел в науках о системах можно 
сравнить с ситуацией, которая в начале ХХ столетия привела в математике к 
появлению новой дисциплины — функционального анализа [8]. Тогда все 
чаще стали замечать, что в таких далеких друг от друга дисциплинах, как 
геометрия, математический анализ или алгебра, возникают весьма схожие 
задачи и подобные подходы к изучению  непохожих объектов. Обобщение 
и развитие общих методов привело к появлению абстрактного анализа, ко-
торый позднее сам стал основой новых математических наук. 

Необходимо отметить, что для целеустремленных систем какая-либо 
математическая теория в настоящее время вообще отсутствует. Математи-
ческий подход применяются в основном в задачах изучения и конструи-
рования технических систем. Когда же речь заходит о человеко-машинных 
системах или тем более о системах производственного или социально-
экономического характера, математический аппарат авторов скудеет, а за-
тем и полностью исчезает. Рассуждения переходят в рамки качественной 
оценки ситуации, что вовсе не способствует достижению необходимой 
глубины результатов. 

Среди целеустремленных систем важную роль играют системы произ-
водственного характера [4]. Именно на них опирается множество иных хо-
зяйственных институтов. 

 
1. Представление производственной системы 

в форме математического оператора 
 
Под производственной системой мы понимаем целеустремленную си-

стему, генеральной целью которой является выпуск продукции [7]. Фор-
мализуя понятие производственной системы, представим ее в виде опера-
тора P, действующего из одного векторного пространства X размерности n 
в другое векторное пространство Y размерности m, то есть как 
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 y  P(x),  (1) 

где  1 2, , , nx x x X x  — n-мерный вектор материальных и иных ре-

сурсов, размещенных на входе в систему, из которых создается m  видов 
продукции;  1 2, , , my y y Y y  — m -мерный вектор, символизирую-

щий производимую системой продукцию. 
Используя системный анализ, раскроем содержание оператора Р. 

Начиная анализ, рассмотрим следующие определения [1]. 
Элементом производственной системы мы назовем простейшую неде-

лимую ее часть. Понятие элемента условно: то, что в одном случае вос-
принимается как элемент, при решении другой задачи, связанной с той 
же системой, им может уже не быть. Элементы объединяются в группы. 
Некоторые группы представляют собой подсистемы. 

Подсистема — часть системы, обладающая всеми свойствами си-
стемы. Подсистема способна выполнять функции, направленные на 
достижение подцелей генеральной цели системы. Это и отличает ее от 
простой группы элементов, называемой компонентом системы. 

Структура системы — совокупность отношений, заданных на мно-
жестве элементов и подсистем [5]. Структура отражает наиболее суще-
ственные отношения между элементами и их группами, те, которые 
мало изменяются в процессе жизнедеятельности системы и обеспечи-
вают само ее существование. Структура создает устойчивую упорядо-
ченность и является основой системной организации. 

К структуре относятся связи между элементами. Именно они обес-
печивают возникновение и сохранение структуры, ее целостность и 
динамику поведения. Связь понимается как ограничение степеней сво-
боды системных элементов [3]. Связи бывают направленные и нена-
правленные, сильные и слабые. По характеру они разделяются на рав-
ноправные, связи подчинения, генетические и связи управления. По-
следние могут быть прямыми и обратными. Обратная связь определя-
ется как воздействие результатов работы системы на характер ее функ-
ционирования. Такие связи бывают положительными (служат сохране-
нию тенденции происходящих в системе изменений) и отрицатель-
ными (противодействуют этой тенденции). Обычно обратная связь 
служит стабилизации требуемого параметра и является основой при-
способления системы к изменяющимся условиям существования. 

Перейдем к непосредственному анализу оператора (1). 
Поскольку оператор Р действует в конечномерных пространствах, в 

его основе должна лежать матрица размерности n  m, то есть матрица 
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Эта матрица послужит дальнейшей основой наших рассуждений. 
Назовем ее матрицей связи и интерпретируем элементы этой матрицы 
применительно к нашей задаче. 

Поскольку преобразование (1) имеет форму y  ax, где правая часть 
выражения — произведение матрицы на вектор, то символ aij можно 
считать элементом, связующим входящий в систему j-й ресурс с произ-
веденным ею i-м продуктом. Присвоим всем связующим элементам 
значение 1, а всем остальным (не связывающим вектор x с вектором y) 
— значение 0. Матрица связи примет вид 

 

 

0 1 ... 1 ... 0
1 0 ... 1 ... 1
... ... ... ... ... ...

.
0 1 ... 1 ... 1
... ... ... ... ... ...
1 1 ... 1 ... 1

 
 
 
 

  
 
 
 
  

S  

Назовем S матрицей производственной структуры. Нулевые эле-
менты S означают отсутствие связи между вектором ресурсов и выпус-
каемой продукцией. Для нас они интереса не представляют. Однако 
каждый единичный элемент S свидетельствует о некоторой связи меж-
ду вектором ресурсов и вектором продукции. Связь эта заключается в 
существовании производственного подразделения, перерабатываю-
щего ресурс xj в элемент продукции yj. Обозначим это подразделение 
символом Aij и назовем его структурным производственным подразделе-
нием. 

В основных цехах и на производственных участках Aij сырье и по-
луфабрикаты превращаются в готовую продукцию. Совокупность дей-
ствий, направленных на указанное превращение, называют производ-
ственным процессом. Из всех производственных процессов наиболее 
распространены так называемые синтетические. При них одна разно-
видность продукции изготавливается из различных видов сырья и по-
луфабрикатов. Отсюда следует, что столбец j матрицы S определяет все 
структурные производственные подразделения, участвующие в пере-
работке ресурса с номером j, а строка i — все подразделения, участву-
ющие в создании продукта i. 

Итак, матрица производственной структуры показывает все полез-
ные в данном процессе подразделения (они участвуют в выпуске про-
дукции y и отмечены цифрой 1). Но, свидетельствуя о существовании 
отношения между вектором ресурсов и вектором готовой продукции, 
отмеченные единицей элементы ничего не говорят о его характере, то 
есть о том, что происходит в данном связующем звене. Мы знаем лишь 
то, что звено Aij — полезное производственное подразделение. В зави-
симости от степени детализации системы в качестве такого звена могут 
выступать цех, участок или иное производственное подразделение. 

На основе матрицы S построим матрицу структурных производ-
ственных подразделений 
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A   (2) 

и перейдем к вещественному и информационному наполнению эле-
ментов Aij (i  1, 2, …, m; j  1, 2, …, n). 

В матрице (2) элемент Aij выполняет некоторую производственную 
операцию. Обозначим ее (i, j) и рассмотрим это понятие подробнее. 
Производственные процессы делятся на вспомогательные и основные. 
Минуя вспомогательные процессы, мы рассмотрим только основные. 

Технологический процесс — часть производственного процесса, кото-
рая непосредственно связана с состоянием сырья и превращением его в 
продукцию. Повторяющаяся часть технологического процесса называ-
ется циклом. Процессы, циклическая часть которых приостанавливается 
и повторяется после включения в них нового предмета труда называют 
периодическими. Непрерывными считаются процессы, которые при-
останавливаются только тогда, когда сырьевой поток исчерпывается. 

Технологический процесс складывается из частей, разделенных в 
пространстве и времени, однако связанных единой целью производ-
ства. Эти части и называют операциями. Операция — это технически и 
технологически однородная и завершенная на данной стадии изготов-
ления продукции часть технологического процесса, состоящая из эле-
ментарных работ, выполняемых при обработке предмета труда на од-
ном рабочем месте. 

Заменяя в матрице производственной структуры все единичные 
элементы соответствующими структурным подразделениям операци-
ями, мы приходим к новой матрице производственных операций B: 

 

0 (1, 2) ... (1, ) ... 0
(2, 1) 0 ... (2, ) ... (2, )

... ... ... ... ... ...
0 ( , 2) ... ( , ) ... ( , )
... ... ... ... ... ...

( , 1) ( , 2) ... ( , ) ... ( , )

j
j n

i i j i n

m m m j m n

 
 
 
 

  
 
 
 
  

B .  (3) 

Последний объект не является упорядоченным числовым множе-
ством. Его ненулевые элементы имеют иной характер — это операции, 
то есть существующие во времени комплексы взаимосвязанных работ, 
направленные на превращение исходных материалов в готовую про-
дукцию с использованием энергии и применением человеческого фак-
тора. В выражении (3) это только символы. Но их упорядоченность в 
форме квадратной таблицы дает нам основание называть множество, 
представленное таблицей (3), как и иные множества подобного типа, 
матрицей. 
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Сложный объект превращается в систему после того, как он стано-
вится организованным. Приступим к анализу и построению модели 
организации производства [6]. Обратимся вначале к понятиям, связан-
ным с вещественным обеспечением операции. 

Для реализации операции (i, j) структурное подразделение Aij дол-
жно располагать техникой. Это могут быть станки, машины, аппараты, 
инструменты и т. д. Обозначим технику, необходимую для выполнения 
(i, j), ( , )i jt  и назовем ее техническим обеспечением (i, j). Получим матрицу 

технического обеспечения производственной системы: 
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T   (4) 

Матрица (4) включает все технические средства, которые использует 
производственная система для выпуска продукции y. 

Пусть ( , )i je  — энергия, необходимая для обеспечения работы Aij,. 

Матрица энергетических затрат производственной системы тогда есть 
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В определении операции упоминается человеческий фактор. Это 
разного рода специалисты, участвующие в ее реализации. Коллектив, 
выполняющий операцию (i, j), обозначим ( , ) .i jl  Тогда 
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L   (6) 

можно назвать матрицей людских ресурсов производственной системы. 
Пусть матрицы (4), (5) и (6) отображают все материальное наполне-

ние производственной системы. Такая важная ее составляющая, как ос-
новные фонды (здания, инфраструктура, социальные институты и т. д.), 
существует постоянно и для нашей задачи отдельное ее рассмотрение 
значения не имеет. Положим также, что финансовое обеспечение каж-
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дой операции имеет место, поскольку существуют и действуют обеспе-
чиваемые финансами материальные составляющие (4)—(6). 

Материальные компоненты, даже если они структурно объедине-
ны между собой, системы еще не создают. Чтобы она появилась и 
начала действовать, необходимо в эти элементы внести информаци-
онную составляющую. В нашем случае укажем способы, режимы и по-
следовательность обработки сырья; пути и порядок передачи полу-
фабрикатов (то есть представим технологию прохождения каждой 
операции); определим взаимосвязь и регламент выполнения состав-
ляющих операцию работ; обусловим способы функционирования как 
отдельных работников, их групп, так и всего коллектива в целом. 
Предусмотрим и зафиксируем, что предпринимать в случае появле-
ния технических неполадок, сбоев в поставке сырья или неспособно-
сти отдельных членов производственного коллектива выполнять 
должностные обязанности. 

Иными словами, введем организацию производства. Именно она объ-
единяет и заставляет надлежащим образом работать все материальное 
наполнение системы. Она создает единое направление и синхронность 
действия системных элементов. Организация обобщает усилия отдель-
ных составляющих, приводя в системе к синергии и системному эф-
фекту в форме эмерджентности. 

Организация производства — это упорядоченность задач, ролей, 
полномочий и ответственности; она создает условия для осуществления 
предприятием своей деятельности и достижения установленных целей. 
Она является противоположностью хаосу, поскольку предполагает ра-
зумное формирование структурированного множества под углом зре-
ния целенаправленного его существования. Внешняя среда, в которой 
существует производственная система, нарушает установленный в си-
стеме порядок и, выводя ее из равновесия, вызывают анархию в поведе-
нии. Именно это повышает ее энтропию и ведет систему к хаосу. Но 
эти же воздействия могут способствовать и новому состоянию равнове-
сия производственной системы, которое может быть достигнуто с по-
мощью лучшей ее организации. Так реализуется развитие. 

Однажды созданная организация не может быть вечной. Меняется 
она под воздействием стратегии предприятия и требований внутрен-
ней и внешней среды. К причинам внутреннего характера можно отне-
сти технологическое и социальное развитие предприятия, стремление 
к достижению экономически эффективных результатов. К внешним, —  
например, влияние потребительского спроса. С этой точки зрения под-
держание организации производства — процесс непрерывный. 

Образно говоря, организация системы — явление всепроникаю-
щее: она охватывает как основные элементы производственной систе-
мы, так и ее обеспечивающие составляющие. Она соединяет и 
направляет к единой цели как отдельные производственные подраз-
деления, так и всю систему в целом. Она определяет порядок всех 
действий, координирует и синхронизирует работу всех системных со-
ставляющих. Организация интегрирует сложный объект в систему и 
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заставляет ее работать в необходимом направлении достижения сто-
ящей перед системой цели. 

Разница между структурой и организацией системы громадна: 
структура — только тень сложного объекта, организация — оживляю-
щий и приводящий его в движение дух. Так же как каждое духовное 
начало, она непосредственно невидима, хотя и существует в форме 
информации, записанной на различных материальных носителях. 

Не интересуясь технической организацией отдельных системных 
элементов и не имея возможности отразить в схеме ту ее часть, которая 
относится к системе в целом, представим только организацию струк-
турных подразделений. Для этого обозначим ( , )i jo  организационную 

составляющую Aij. Матрица организации структурных подразделений: 
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O   (7) 

Заметим, что организация не «цементирует» системы, не делает ее 
«жесткой», неизменяемой и неэластичной. Такая система могла бы 
«рухнуть» уже при первых серьезных внешних воздействиях или вне-
запно выступивших внутренних возмущениях. Производственная си-
стема сопротивляется влиянию возмущающих воздействий в первую 
очередь за счет своей организации, а во вторую — подключением к 
этому процессу управления. Поэтому-то организация производства 
должна допускать незначительный «люфт» в функционировании 
структурных подразделений. Выражается он в том, что, например, цех 
способен некоторое время функционировать и без специалиста, необ-
ходимого согласно штатному расписанию, что предприятие будет 
функционировать даже при переполненном складе готовой продук-
ции, что и при отсутствии денег на зарплату своим работникам пред-
приятие еще некоторое время продолжает действовать и пр. 

Упомянутый «люфт» выражается в некоторых «допусках» на не-
контролируемые параметры производственного процесса. Иными сло-
вами, существуют определенные организацией системы виртуальные 
перемещения элементов, не приводящие к преобразованиям самой си-
стемы. То есть организация представляет собой как бы разновидность 
наложенных на систему эластичных связей. Скрепляя всю систему, они 
не запрещают виртуальных перемещений элементов в допустимых 
направлениях. 

Итак, имеем все основные составляющие, необходимые для постро-
ения оператора P. Объединим содержащуюся в выражениях (5)—(7) 
информацию. Для этого введем операцию над матрицами 

 [ ] [ ] [ ],ij ij ij ija b a b    A B   (8) 

где [ ] m nija A  и [ ] m nijb B — матрицы одинаковой размерности. 
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В выражении (8) знак  представляет собой символ операции объ-
единения элементов двух матриц, занимающих в них одинаковые по-
зиции. Поскольку эти элементы имеют разную природу, символ  не 
может трактоваться как арифметическое сложение. По своей сути он 
близок к объединению множеств, если трактовать элементы объединя-
емых матриц как множества признаков, определяющих объединяемые 
понятия. Это символ сосуществования элементов, означающий, что два 
объединенных им элемента сосуществуют и взаимодействуют в едином 
процессе, сохраняя все первоначально присущие им признаки. Назовем 
такое действие операцией объединения элементов. 

На основе матриц (4)—(7) построим следующую матрицу: 

 [ ]ij ij ij ijt e l o       P T E L O .  (9) 

Согласно определению операции объединения каждый элемент 
матрицы Р означает, что структурное подразделение Aij располагает 
техникой, необходимой для выполнения операции (i, j). Оно обеспе-
чено требуемой для работы энергией и необходимыми специалистами. 
Кроме того, это подразделение настроено на выполнение конкретной 
операции и организовано так, чтобы реализовать поставленную цель. 

Назовем матрицу Р производственным оператором. Очевидно, что 
именно он и фигурирует в выражении (1), которое принимает вид 

 y  Px, 

где векторы x и y имеют тот же характер, что и в выражении (1), а дей-
ствующий на x оператор представлен матрицей (9). 

 
2. Основные свойства производственного оператора 

 
Рассмотрим некоторые свойства введенного выше оператора. 
Обозначим символом id  стоимость элемента id . Считая X и Y мно-

гомерными евклидовыми пространствами, примем норму векторов x и 
y в виде 
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где символом () обозначено скалярное произведение векторов. Норму 
оператора Р примем как согласованную с выражением (10) норму [8] в 
виде 

 
0

sup .



Px

P
xx

 

Из выражения (10) непосредственно следует ограниченность оператора 
Р. Действительно, поскольку количество выпускаемой производственной 
системой продукции ограничено, то 0  y Px   C, где С — некоторое 

вещественное число. Для нормы элемента x выполняется неравенство 
x   R, где R также вещественное число. Примем CR  K, тогда P   K бу-

дет выполнено для любого x  X, что и требовалось доказать. 
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Очевидно, что равенство 

 1 2 1 2( )  P x x Px Px   (11) 

также выполняется, поскольку увеличение количества сырья на 
входе производственной системы имеет пропорциональный отклик в 
форме готовой продукции на ее выходе. Следовательно, P — оператор 
аддитивный. По аналогичной причине в рамках производственных 
мощностей системы можно принять, что 

 ( ) ,a aP x Px   (12) 

где а — вещественное число. 
Последнее равенство означает, что при неизменных условиях про-

изводства количество готовой продукции увеличивается во столько раз, 
во сколько увеличивается количество сырья на входе в систему. 

Равенства (11) и (12) свидетельствуют о линейном характере произ-
водственного оператора. 

 
Заключение 

 
Применение системного подхода характеризуется постепенным пе-

реходом от простого к сложному, от структурных понятий через орга-
низацию системы к способам ее функционирования, которые и опре-
деляют эффективность системы. 

Для дальнейшего исследования проблем целесообразна математическая 
формализация материала. Это касается также систем производственного 
характера. Представление такой системы в форме оператора матричного 
вида позволило по-новому посмотреть на характер производственной си-
стемы, вскрыть и проанализировать ее составляющие, а затем синтезиро-
вать их в системное единство. Это открывает возможность изучать такие 
свойства производственных систем, которые ранее были малозаметны. 

Созданные к настоящему времени модели производственных систем 
можно в основном разделить на экономические и инженерные. Представ-
ленный в статье подход должен способствовать сближению этих направ-
лений моделирования. Полученные результаты могут распространяться 
на иные целеустремленные системы, служащие решению различных тех-
нических, промышленных, экономических и социальных проблем. 
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УДК 514.75 
 

М. В. Кретов 
 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СЕМЕЙСТВА ЭЛЛИПСОИДОВ 

 
Рассмотрено трехпараметрическое семейство эллипсоидов в трех-

мерном аффинном пространстве со специальными геометрическими 
свойствами. Построена геометрическая модель этого многообразия. 

 
A three-parametrical family of ellipsoids in three-dimensional affine space 

with special geometric properties is considered. A geometrical model of this 
manifold is constructed. 

 
Ключевые слова: комплекс, эллипсоид, характеристическая точка, фо-

кальное многообразие, аффинное пространство, асимптотическая линия, ре-
пер, цилиндрическая поверхность, трехпараметрическое семейство. 

 
Ключевые слова: complex, ellipsoid, characteristic point, focal manifold, affine 

space, asymptotic line, frame, cylindrical surface, three-parametrical family. 
 
Продолжается исследование трехпараметрических семейств (ком-

плексов) эллипсоидов в трехмерном аффинном пространстве, рассмот-
ренных в работе [1]. 

Исследование проводится в каноническом репере R  {A, e1, e2, e3}, 
где A — центр эллипсоида q; векторы e1, e2 и e3 направлены по тройке 
сопряженных диаметров эллипсоида, а концы их Ai, i, j, k  1, 2, 3 лежат 
на эллипсоиде. Деривационные формулы репера R запишутся в виде 

 , ,ji
i i i idA d   e e e  

причем формы Пфаффа , ji
i   удовлетворяют уравнениям структуры 

 , .j ji k i k
k i i kD D         

Уравнение эллипсоида q запишется в виде 

 1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) 0.F x x x     
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